HKBL TD 1 : Ensembles et logique 2026-2027
*
Exercice 1 Voir correction —
Ecrire & 'aide de quantificateurs les propositions suivantes et leur négation :
1) f est croissante sur [a, b]. 6) m a la méme parité que n.
2) f est majorée sur [a,b]. 7) 1l existe un entier que ’'on peut écrire comme somme
3) La suite (uy,) est bornée. de deux carrés.
4) La suite (un) tend vers +oo. 8) 7 est le plus petit entier qu’on ne peut pas écrire
5) p est un nombre premier (avec p € N). comme la somme de trois carrés.

*

Exercice 2

Voir correction —

Pour chacune des propositions suivantes, déterminer si elle est vraie ou fausse, puis exprimer leur négation.

1) VeeR,IneN,n >z 5) 3z e R,y e R, (2% = et (y?=—ux)
2) IreR,IneNn>zx 6) Ve e R,e > 0,30 e R,0< g <€

3) Ve R,YneN,n >z ) VneN,FkeN (2k=n) ou (2k+1=n)
4) 3z €]0, +oof,x > 0,Vy €]0, +oof,x <y

*

Exercice 3

Voir correction —

Pour chacune des implications suivantes, déterminer si elle est vraie ou fausse, exprimer sa réciproque et dire si elle est

vraie ou fausse.

1) Si ABC est un triangle rectangle, alors la somme de ses angles (en radians) est égale a .

2) Si ABC est un triangle, alors AB% + AC? = BC?2.
3) Siz>0,alors —x+1<0

4) Si (a+b)? = a? + b2, alors a = 0 ou b = 0.

5)

6)

i f est une fonction croissante sur [a,b], alors f(a) < f(b)

Si
Si f est une fonction monotone sur [a, b], alors

Ve €la, b, (f(e) = fa)) x (f(b) = f(c)) 20

*

Exercice 4

Soient a, b, c,d € Z. Montrer que a +bvV/2 =c+dv2 < a=cetb=d.
*

Exercice 5

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1) 4—z| <1 3) e =3+ |z +4<1

2 \/(z—2)7%>1
*

Exercice 6

n(n+1)

N.
5 €

Soit n € N. Montrer que si n € N alors

*

Exercice 7

Soit n € N. Montrer que n(n? + 5) est divisible par 3.
*

Exercice 8

Résoudre par analyse synthese ’équation v4x +5 ==z

Voir correction —

Voir correction —

Voir correction —

Voir correction —

Voir correction —
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*
Exercice 9 Voir correction —

Montrer par analyse-synthese que toute fonction f : R — R peut s’écrire comme la somme d’une fonction paire et d’une
fonction impaire.

*
Exercice 10 Voir correction —
Résoudre dans R les inéquations d’inconnue x suivantes :
a) |22 —100| > 96 b) |z —1| > |z + 2] c) |z —5]+16—2x| >4
*
Exercice 11 Voir correction —

Soient x,y € R. Montrer que si Ve > 0,z < y + ¢, alors z < y.

*x *
Exercice 12 Voir correction —

Soit n un entier non nul et soit (z1, s, ..., z,) une famille de n réels appartenant & [0, 7.
nv3
Mountrer que si sin(z) + sin(zg) + - - - + sin(x, ) > \Tf’ alors il existe 1 e N1 < i< n, x; € [%, %’r]

*
Exercice 13 Voir correction —

Déterminer si les propositions suivantes sont vraies ou fausses (démonstration requise), et écrire leurs négations :

a) IneN,Vz € [_1’1] 1 >n d) (Va € R, a" =a™) < (m =mn) (o m et n sont
2727 z? deux entiers)
b) Vx € R,,3¢€Q, ¢* ==
kn e) (Vz € R, (az)? = (bx)?) <= (a =b) (ot a et b sont
¢) Vy €Z,In e N, Tk € {-2;2}, y = > deux réels)
*
Exercice 14 Voir correction —

Si a et b sont deux réels, on note max(a,b) (respectivement min(a, b)) le plus grand élément entre a et b (respectivement

. . a sib<a . . _Joa sia<b
le plus petit), autrement dit max(a,b) = { b Sia<b (respectivement min(a, b) = { b §ib<a
b -b b—la—>5b
Montrer que Y(a,b) € R? max(a,b) = CH_%M et min(a, b) = wa.
*

Exercice 15 Voir correction —

Résoudre dans R les équations V23 + 22 — z = v2x — 422 — 23 et Va — 223 = /b2 — 22
*x *
Exercice 16 Voir correction —

Déterminer I’ensemble des fonctions f : R — R telles que Vz,y € R, f(z)f(y) — f(zy) =z +y.

* *
Exercice 17 Voir correction —

Soit A= {(t?,3) € R? | t € R} et B = {(z,y) € R? | 23 = %} deux parties de R?.
Montrer que A = B.

* *
Exercice 18 Voir correction —

Soit E un ensemble non vide. Pour toute partie A de E, on notera A le complémentaire de A dans F,et on appellera
fonction caractéristique de A et on notera f4 la fonction de E vers {0,1} définie par

1 size A
Ve € B, fA(x)_{ 0 siz¢A
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On consideére dans toute la suite deux parties quelconques A et B de E, et f4 et fp les fonctions caractéristiques respectives
de A et de B.

1) Montrer que A = B si et seulement si Vo € E, fa(z) = fp(x).

2) Montrer que A C B si et seulement si Vo € E, fa(x) < fp(z)

3) De quel ensemble la fonction 1 — f4 est-elle la fonction caractéristique ? Justifier.
4) Montrer que fa X fg = fans.

5) En remarquant que A\ B = AN B, en déduire que faB = fa — fans-

6) Montrer que fa + f — fa X f5 = faus.

7) A Daide des questions précédentes, exprimer la fonction caractéristique de (AU B) \ (AN B) en fonction de f4 et

fB

* X %
Exercice 19 Voir correction —

Soit F un ensemble et A et B deux sous-ensembles de . On note AAB la différence symétrique de A et B définie par :
AAB ={z € AUB;z ¢ AN B}

1) Représenter par un diagramme de Venn les éléments de AAB.

2) Montrer que AAB = (ANCgB)uU (CpAN B).

3) Calculer AAA, AAD, AAE et AACpA.
)

4) Démontrer que pour tous A, B, C sous ensembles de E, on a :

(AAB)NC = (ANC)A(BNC)

* *
Exercice 20 Voir correction —

Soient E et F' deux ensembles et f : E — F une application de E vers F.
Soient A et B deux parties de F.

1) Montrer que f(B)\ f(4) € f(B\ 4)
2) Montrer qu’il n’y a pas égalité dans le cas général.

3) Montrer que 1’égalité a lieu si f est injective

4) En déduire que si f est une bijection de E vers F', alors pour toute partie A de E on a f (CEA) =Crf(A)
5) Montrer quesi M C F et NCF, f7{(M\ N)=f~1(M)\ f~1(N)

6) Montrer que si N C F,ona f~! (CpN) =Cpf~t(N)

*
Exercice 21 Voir correction —

Soient E, F' et G trois ensembles et soient f: E — F et g : FF — G deux applications.
1) Montrer que si g o f est injective, alors f est injective
2) Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective
3) Trouver un exemple d’applications f et g telles que g o f est bijective avec g non injective et f non surjective.

*
Exercice 22 Voir correction —

On considere I'application f : R? — R? (z,y) — (v +y, 7 — ).
Montrer que f est bijective et déterminer son application réciproque.
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* X %
Exercice 23

Voir correction —

Pour chacune des applications ci-dessous, déterminer si elle est injective, surjective, bijective.
1) f:R=> Nz~ |z]
2) fiR? =R, (z; y)r—2® —y°
3) fiR=-RE o (z; —1)

4) [R? = R? (z, y) = (" e, z+y)
5) f:[-m7a[— [-1;1]%, 2 — (cos(x) , sin(z))

6) f: Ry xN* >R, xN* (z, n)— (z", n)
* *
Exercice 24

Voir correction —

Déterminer dans chaque cas un prolongement f de f a R tel que f est bijective. Déterminer dans chaque cas un intervalle
I telle que la restriction g;; de g a I est injective :

1)
2)
3

)

[ :]0;+oo[— R, z — 22
f:]0; +oo[— R, z +— In(z + 1)
f:[-1;1] — R, z+—¢€”

4) g: R — R, &+ cos(3z)
5 g:R—R, o+ (v —2)?
6) g:R— R, z+—xe”

©NOS
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Correction des exercice

Correction de 1’exercice 1 :

)

« f est croissante sur [a;b] » s’écrit :

|V € [a,b], ¥y € [a,b], (= < y) = (f(2) < (y))]

« f n’est pas croissante sur [a;b] » s’écrit :

SrelablIyelab @<y et (f)> )]

f est majorée s’il existe un réel M tel que f(xz) < M quel que soit = € [a, b].
« f est majorée sur [a : b] » s’écrit :

\aMeR,\me (a,b], f(z) SM\

« f n’est pas majorée sur [a;b] » s’écrit :

(VM €R, 3z € [a,b], f(z) > M|

La suite (uy,) est bornée s’il existe deux réels m et N tels que m < u,, < M quel que soit n.
« (up) est bornée » s’écrit donc :

\ameR,aMeR,VneN,mgungM\

Pour nier la proposition « m < u,, < M » il faut remarquer que celle ci peut s’écrire a ’aide du connecteur ET :
«m < u, ET u, < M ». Sa négation est donc « m > u, OU w,, > M » « (u,) n’est pas bornée » s’écrit :

\vmeR,VMeR,aneN,m>un ou un>M\

(uy,) tend vers +o00 si pour tout intervalle de la forme ] A; +00[, tous les termes de la suite appartiennent & cet intervalle
a partir d’un certain rang.

« (up) tend vers 400 » s’écrit donc :

‘VA>O,E|n0 e N,Vn > ng, uy, >A‘

« (un) ne tend pas vers +oo » s’écrit :

\3A>o,vno e N, In > ng, un gA\

Remarque : le quantificateur « ¥n > ng » signifie « ¥n € [ng; +o0o[ ». Sa négation est donc bien « In € [ng; +oof »
(qu'on écrit simplement « In > ng ») et non pas « In < ng ».

Rappel : Si n,p € N, on dit que n divise p s’il existe un entier k tel que p = nk

p est un nombre premier si ses seuls diviseurs entiers sont 1 et p.

« p est un nombre premier » peut donc s’écrire :

|¥n e N\ {1,p},Vk € N\ {1,p},p # nk]|

ou encore :

|V € Nvk € N, (p = nk) = n € {1,p}|

« p n’est pas un nombre premier » peut s’écrire :

‘EIneN\{l,p},ElkGN\{l,p},p:nk‘

ou encore :

[BneNZkeNp=nk et ng{lp}|

car la négation de A = Best A et Non B.

QOB
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6) n et m ont méme parité s’ils sont tous les deux pairs ou tous les deux impairs.
n est pair s’il existe k € N tel que n = 2k, et impair s’il existe k € N tel que n = 2k + 1.
« n et m ont la méme parité » s’écrit donc

\(akeN,n:%) & (K € N,m = 2K)

La négation d’une équivalence est difficile & écrire : A < B est équivalent & (A= B) et (B = A) et la négation de
A= Best A et mnonB. Ainsi la négation de (A <= B)est (A et non B) ou (B et non A).

La négation de « n est pair » est « n est impair », il est donc plus simple d’écrire « Ik € N,n = 2k + 1 » pour nier
« 3k € Nyn = 2k ».

« n est m n’ont pas la méme parité » s’écrit :

(BkeN,n=2k) et (I eNm=2k+1)) ou (K eN,m=2k) et (FkeN,n=2k+1))

7) « Il existe un entier que 'on peut écrire comme somme de deux carrés » s’écrit :

\aneN,ameN,apeN,n=m2+p’2

Sa négation s’écrit :

|¥n € N,¥m e N,vp e N,n# m? +p? |

8) « n peut s'écrire comme somme de trois carrés » s’écrit :

Jky €N, Tk €N, Tks € N,n = k2 + k2 + k2

donc « n ne peut pas s’écrire comme somme de trois carrés » se traduit par

Vki € N,Vky € N,Vks € N,n # k2 + k2 + k2

Ainsi, la proposition « 7 est le plus petit entier qu’on ne peut pas écrire comme la somme de trois carrés » peut s’écrire :

(Vk1 € N,Vko € N,Vks € N, 7T # kI + k3 +k3) et VneN,((Vk € N,Vko € N,Vks e Non #£ kI + k3 +k3) = (n > 7))

7 n’est pas somme de trois carrés Si un entier n n’est pas somme de trois carrés, alors il est plus grand que 7

Sa négation s’écrit donc :

(3k; €N, Fky €N, Fkz €N, 7T=k? + k3 +k3) ou IneN, ((Vky € N,Vky € N,Vhk3 € Ny £ k3 + k3 +k3) = (n< 7))

7 est la somme de trois carrés Il existe un n inférieur & 7 qui n’est pas somme de trois carrés

Correction de 1’exercice 2 :

1) Vrai, si x est un réel quelconque, en arrondissant x a lentier supérieur on obtient un entier n € N avec n > z.
La négation est

JreR,VneNn<z

2) Vrai, par exemple t =2 et n =2, on a bien z € R,n € Net n > z.
La négation est

‘VweR,VneN,an‘

3) Faux, en effet sa négation est

‘3m€R,3n€N,n<x‘

et cette proposition est vraie, en prenant par exemple r =4 et n = 3.

T
4) Faux : soit x €]0, +00[, alors en prenant y = Sonay < x donc la proposition "Vy €]0,+o00[, z < y” est fausse.

La négation de cette proposition est

\vgc €]0, +o00[, Iy €]0, +o0[, y < x\
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5) Vrai, on peut prendre x = —1 et y =1, on a alors bien 22 =y =1let y? =1 = —2x.
La négation est

‘VQUER,VyER,(JJ2 £y) ou (y°# —x)‘

€
6) Vrai, pour un € > 0 quelconque on peut poser z = 5 On a alors bien 0 < z < €.

La négation de cette proposition est

JeeR,e > 0,Vag € R, 29 ¢]0,E[‘

7) Vrai, un entier naturel est soit pair soir impair.
Si n est pair, il existe k € N tel que x = 2k
Si n est impair, il existe k € N tel que z = 2k 4+ 1,
dans tous les cas, (z = 2k) ou (z =2k +1) est vraie.
La négation est

‘HnEN,VkEN,@k#n) ou (2k—|—17én)‘

Correction de I’exercice 3 :

1) Cette implication est vraie (7w radians = 180° et la propriété sur la somme des angles est vraie pour tous les triangles,
donc elle est vraie pour les triangles rectangles)
La réciproque est
”Si la somme des angles d’un triangle fait 7 radians, alors ce triangle est rectangle”.
Cette implication est fausse puisqu’un triangle quelconque a toujours la somme de ses angles égale a .

2) Cette implication est fausse car si ABC est un triangle non rectangle, alors AB? + AC? # BC? selon la réciproque du
théoreme de Pythagore.
La réciproque est "Si AB% 4+ AC? = BC?, alors ABC est un triangle”
Elle est fausse aussi, si A, B et C sont trois points confondus, alors on a AB? + AC? = BC? = 0 mais ABC n’est pas
un triangle.

1 1 1
3) Cette implication est fausse, par exemple x = 3 vérifie bien x > 0 mais —3 +1= 3 > 0.
La réciproque est ”Si —z + 1 < 0, alors z > 0”. La réciproque est vraie car si —z + 1 < 0, alors —z < —1 < 0 donc

x> 0.
4) Cette implication est vraie. En effet, si (a + b)? = a® + b2, alors a® + b + 2ab = a? + b?, donc 2ab = 0 ce qui implique
que a=0oub=0.
La réciproque est ”Si a = 0 ou b = 0, alors (a + b)? = a? + b*”. La réciproque est vraie aussi selon le méme calcul.
5) Cette implication est fausse, f peut étre constante (une fonction constante est a la fois croissante et décroissante).
La réciproque est ”Si f(a) < f(b), alors f est croissante sur [a; b]”.
Cette réciproque est fausse, par exemple (—1)2 < 32 mais la fonction carré n’est pas croissante sur [—1, 3].

6) Cette implication est vraie. En effet, si f est monotone sur [a, b], alors pour tout ¢ €]a, b[ on a soit f(a) < f(c) < f(b),

soit f(a) > f(c) > f(b).
Dans tous les cas, f(c) — f(a) et f(b) — f(c) sont de méme signe, donc leur produit est positif.
La réciproque est ”Si Ve €la, b], (f(c) — f(a)) x (f(b) — f(c)) > 0, alors f est monotone sur [a, b]”.
Cette réciproque est fausse,

Correction de I’exercice 4 : Lesensa=cet b=d = a+ bv/2 = ¢ + dv/2 est évident.

Réciproquement, supposons que a + bv/2 = ¢ + dv/2 (1) et montrons que a = c et b = d.

On déduit de notre hypothese que a — ¢ = (d — b)v/2 (2).

Raisonnons par I’absurde et supposons que d # b, alors d — b # 0 donc on déduit de (2) que v2 = %. Ora—ceZet

d — b € Z donc cette égalité contredit le fait que v/2 est irrationnel. On en déduit donc que d = b.
On peut simplifier par bv/2 dans (1) et on obtient a = c.

’Finalement onabiena+b/2=c+dV/2 < a=cet b:d‘
Correction de 1’exercice 5 :

1) |4 — x| <1 si et seulement si la distance entre x et 4 est inférieure ou égale a 1.

T 10 1 2 3 4 5

O+

Ainsi, | S = [3;5] |

i
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2) /(x—=2)2 =]z —2|,donc \/(x—2)2>1 <= |z —2| > 1 siet seulement si la distance entre x et 2 est strictement
supérieure a 1.

&
|
—_
e}
=
o+
w
W
<t
(@)}

Ainsi, ‘ S =] — 00; 1[U]3; +00] ‘

3) |z — 3| est la distance entre x et 3.

|z + 4| = |z — (—4)| est la distance entre x et —4.

La distance entre = et 3 ajoutée a la distance entre = et —4 ne peut pas étre inférieure a 1, donc S = @.
Correction de ’exercice 6 : Soit n est pair, soit il est impair
Si n est pair, alors il existe k € N tel que n = 2k.
Ainsi, n(n+ 1) = 2k(2k + 1) est pair, donc nnt+1)
Si n est impair, alors il existe k € N tel que n = 2k 4 1. ainsi, n(n+ 1) = (2k + 1)(2k 4+ 2) = 2(2k + 1)(k + 1) est pair, donc
nn+1)

2

Dans tous les cas,

est un entier.

est un entier.
nn+1)
2

Correction de I’exercice 7 : On raisonne par disjonction de cas sur le reste de la division de n par 3 : soit n = 3k avec
k € N, soit n = 3k + 1, soit n = 3k + 2.

Si n = 3k, alors n(n? + 5) = 3k(9k2 + 5) est un multiple de 3.

Sin =3k +1, alors n(n? +5) = (3k + 1)(9k? + 6k + 1 +5) = 3(3k + 1)(3k? + 2k + 2) est un multiple de 3

Sin =3k + 2, alors n(n? +5) = (3k + 2)(9k% + 12k + 4 + 5) = 3(3k + 2)(3k? + 4k + 3) est un multiple de 3.

Dans tous les cas, n(n? + 5) est un multiple de 3.

Correction de ’exercice 8 : Analyse : Supposons que € R est une solution de v/4x + 5 = z. Alors, en élevant au carré
on obtient 4z + 5 = 22 donc 22 —4x —5 =10

est bien un entier.

4—-6
Le discriminant de cette équation est A = 16+ 20 = 36, donc les solutions de cette équation de degré 2 sont x; = —5 = -1
446
et To = 2+0 = 5.
Si x est solution, alors x = —1 ou x = 5.

Synthése : Réciproquement, si x = —1, alors 4 + 5 = 1 donc v4x + 5 =1, mais 1 # —1 donc —1 n’est pas solution !

Siz =5, 0ona4r+5=+/25=5=x donc 5 est bien solution. Finalement S = {5}.

Correction de ’exercice 9 : Analyse : Supposons qu’il existe une fonction paire P et une fonction impaire I telles que
f=1+P.

Alors, Vz € R, f(z) = I(z) + P(z) et f(—x) = I(—z) + P(—z) = P(x) — I(x) car P est paire et I est impaire.

Ainsi, en sommant ces égalités on obtient

f(@)+ f(=2) = 2P(2)f(z) - f(~) = 21(z)
donc nécessairement
Py = LIy S

Synthese Soit f : R — R une fonction. Posons

flx) + f(=2)
2

Ve € R, P(x) = et Vo eR, I(z)

alors Vo € R, P(—z) =
est impaire.
Enfin,

f@)+ f(=2)  f(z)—f(-=)

Vr e R, P(x)+ I(z) = 5 + 5 =2 5 = f(x)

donc les fonctions P et I répondent au probléeme posé.

Correction de ’exercice 11 : Montrons que si z > y, alors 3¢ > 0, x > y + €.

rT—y T+Y < T+
2 2

Soit z,y € R avec z > y. Soit € = % Alorsy+e=y+

Par contraposée, on en conclut que si Ve > 0,x > y + ¢, alors x < y.

s
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Correction de 1’exercice 12 : Supposons que pour tout ¢ € N, 1 < ¢ < n, x; [% ?”] Alors, Vi e N1 < i < n
3 3
z; € [0;3[U] %7, done Vi € N, 1 < i <, sin(z;) < g donc par somme Y sin(z;) < n x g

. 271'}

nv3 . .
Par contraposée, on en déduit que si sin(x) + sin(xzg) + - - - + sin(z,) > \?f, alors il existe 1 € N;1 <1 < n, x; € [%, =

Correction de 1’exercice 13 :
1 1 1
)S1—§<x< alorsO<|x\<2donc0< <
1

1
4
> 2
>

1 1 1
On en déduit que si 5= <z< 3 alors 4. Pour n =4, on a Vz € [75; 5], — > n donc la proposition est
x
vraie.

Sa négation est

11, 1

b) Cette proposition est FAUSSE car sa négation est vraie.
Sa négation est

EIxGR,VqEQ,f;éx

En effet, d’aprés le cours, pour z = 2 il n’existe aucun nombre rationnel ¢ > 0 tel que ¢?> = z, c’est a dire tel que

q=2.
2y

k
c) SoityGZ.SiyzO,onposen:yetk:QetonaalorsgzgzyavecneNetke{fQ;Q}.

k -2 % (—
Siy <0, onposen:fyetk:ertonaalorsgz#:yaveanNetke{fQ;Q}.
La proposition est donc vraie.

Sa négation est

k
Jy € Z,Vn e N,Vk € {-2;2}, y # ?n

d) Supposons que Va € R,a™ = a™. Alors en particulier pour a = 2 on a 2" = 2™, donc nln(2) = mIn(2). Or, In(2) # 0
donc n =m.
Réciproquement, si n = m, il est évident que pour tout réel a, a™ = a™
La proposition est donc vraie.

Puisque (A <= B) < ((A= B) et (B = A)), la négation de (A <= B) est Non(A = B) ou (Non(B=
A)), c’est a dire (A ou Non-B ou (B et Non A).

La négation de la proposition (Va € R,a™ = a™) = (n = m) est donc

(VaeR,a"=am) et (n#m)) ou ((n=m) et (Ja€R,a™#a™))

e) La négation de cette proposition est

(Vr € R, (az)? = (bx)?) et (a#Db)) ou ((a=b) et (IxzeR,(ax)?# (br)?))

La proposition (Vo € R, (az)? = (bx)?) et (a # b) est fausse puisque pour a = —1 et b = 1, on a Vx € R, (ax)? =

(bx)? = 2 mais a # b.

Ainsi, la proposition de départ est fausse.
Correction de I’exercice 14 : Soit (a,b) € R?.
On raisonne par disjonction de cas :

> Sia > b, alors max(a,b) = a et min(a,b) = b. De plus, a — b > 0 donc |a — b| = a — b.
Ainsi,
a+b+la—b a+b+a—>
2 B 2

= a = max(a, b)

et
a+b—la—b a+b—(a—0)

2 B 2

= b = min(a,b)
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> Si a < b, alors max(a,b) = b et min(a,b) = a. De plus, a —b < 0 donc |a —b| = —(a —b) = b — a.
Ainsi,

at+b+la—bl a+b+b—a
2 B 2

= b = max(a,b)
et

a+b—|la—b a+b—(b—a)
2 B 2

= ¢ = min(a, b)
Dans tous les cas, on a bien

max(a, b) = W et min(a,b) = %‘G_b‘

Correction de I’exercice 15 : On ne peut pas raisonner par équivalence a cause des racines carrées, on raisonne donc par
analyse-synthese.
Analyse : Soit z € R tel que Va3 + 22 — z = 2z — 422 — 3.

1
Alors 23 + 2% — 2 = 22 — 42% — 23, donc 22 + 522 — 32 = 0. On en déduit que z(22? + 52 — 3) = 0, donc z = 0 ou & = 2

ouz = —3 (% est —3 sont les racines de 222 + 5z — 3).
Synthése : Supposons que z = 0. Alors V23 + 22 — 2 = /0 = 0 et V22 — 422 — 23 = /0 = 0 donc on a bien Va3 + 22 — z =
V2x — 4x2 — x3.

1 1 1 1

1 1
Six= 3 alors 23 + 22 — 2 = 3 + 17 2-7% < 0 donc V&3 + 22 — x n’est pas défini, ainsi 3 n’est pas solution.

Sixz=—3,alors 23+ 2% —2 = —27+9+3 = —15 < 0 donc vz3 + 22 — x n’est pas défini et donc —3 n’est pas solution non
plus.
Conclusion : S = {0}.

Pour la deuxiéme équation, on remarque que si vz — 223 = v/bz2 — 2z alors z — 22° = 5z — 2z donc 223 + 522 — 3z = 0.

La partie analyse est donc la méme que pour la premiere équation, on trouve les 3 mémes solutions potentielles.

Synthése : Si z =0, Vo — 222 = 0 et v/5x2 — 22 = 0 donc 0 est solution.
2 1 5 2 1
—gzi>Oet5m2—2x:Z—§=Z>0,donconabien\/x—2x3:\/5x2—2x: 1/4,

N | =

1
Siz = 2 alors ¢ — 223 =

1
ainsi 3 est solution

Six = —3,alors z — 223 = =3 -2 x (=27) =51 > 0 et 5z2 —2x = 5x 9 —2 x (=3) = 51 > 0. Donc on a bien
Vo — 223 = /522 — 22 = /51 donc —3 est solution.

Conclusion : S = {-3;0, %}

Correction de ’exercice 16 : Raisonnons par analyse synthese.

Analyse : Supposons que f : R — R est une fonction telle que ¥(z,y) € R?,  f(2)f(y) — f(zy) = 2 + .

Alors, pour z =y =0 on a f(0)f(0) — f(0) =0, ainsi f(0)(f(0) —1) =0. On en déduit que f(0) =0 ou f(0) = 1.

Si f(0) =0, alors Vo € R, f(2)f(0) — f(z x 0) =z, donc Vo € R,z = 0 ce qui est impossible.

On en déduit que f(0) =1, donc Vz € R, f(z)f(0) — f(x x 0) =z, c’est & dire f(z) — 1 =z donc f(z) =z + 1.

Synthése : Réciproquement, posons f: R — R,z +—— x + 1.

Pour tout (z,y) € R%, on a f(z)f(y) — f(xy) = (x+1)(y+1)—(zy+1)=ay+z+y+1—2y—1=2x+y, donc f répond
au probléme posé.

Conclusion : f : R — R est une fonction telle que V(x,y) € R? f(z)f(y) — f(xy) = x + y si et seulement si f est la
fonction définie par f(z) =z + 1.

Correction de ’exercice 17 : Montrons d’abord que A C B.

Soit (z,y) € A. Alors il existe t € R tel que x = t? et y = t3, donc 23 = t¢ et y? = t°. Ainsi, (x,y) € B.

On a montré que A C B.

Montrons maintenant que B C A.

Soit (z,y) € B. Alors x3 = y? donc z > 0. Soit tg = 1/, on a alors z = t3.

Y2 =13 = (Vz)? = 232, donc y = —Va3/2 = —3 ou y = V32 = 13.

Siy >0, onposet=tgetsiy<0on poset=—tg. Ainsi, on a dans tous les cas t> = y et t2 = z, et donc (z,y) € A.
Finalement, B C A donc on en conclut que A = B.

Correction de 1’exercice 18 :

1) Supposons que A = B, alors pour tout © € E, fa(z) =1 <— 2 € A < z € B < fg(z) =1, donc
Va € E, fa(z) = fp().
Réciproquement, supposons que Vo € E, fa(z) = fp(x). Alors, x € A <= fa(z) =1 < fp(x) =1 < z € B,
donc A = B.
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2) Supposons que A C B. Alors pour tout € E, on a trois cas possibles : soit € A, soit x € B\ 4, soit = € B.

> Siz € A, alors x € B par inclusion. On a donc fa(x) = fp(z) =1, donc fa(z) < fp(x).
> Siz e B\ A, alors fa(z) =0et fp(x) =1, on a donc bien fa(z) < fp(x).
> Enfin, siz € B, alorsz ¢ Bet x ¢ Acar AC B, donc fa(z) = f(z) =0 et on a bien fa(z) < fgp(x).

Dans tous les cas, on a bien fa(z) < fp(x).

Réciproquement, supposons que Vz € E, f4(x) < fp(x).
Soit x € A. Alors fa(x) =1, et puisque fp(x) > fa(x) > 1, on a nécessairement fp(z) =1 d’ou z € B. Ainsi A C B.

‘On a montré que A C B si et seulement si Vo € E, fa(z) < fp(x). ‘

3) = 1 — fa(z) est la fonction caractéristique de A. En effet, fa(z) =1 <= 1— fa(z) =0 et fa(z
1— fa(x) =1donc 1 — f4 est & valeurs dans {0,1} et doncx € A <= 2 ¢ A < fa(x) =0 <= 1— fa(x)=1.
D’apres la question 1).

!

4) fa et fp sont & valeurs dans {0, 1}, donc fa x fp aussi.
Pour tout z € F/, on a

fal@) x fpx) =1 <= fa(z)=1 et fp(zx)=
<~ €A et x€B

~— r€ANB

et on a
fa(z) x fp(x) =0 <= fa(x) =0 ou fp(z)=0
< z€A ou z€B
< z€AUB
< € ANB d’apres les lois de Morgan.

Ainsi, fao x fp est bien la fonction caractéristique de AN B.
5) D’apres la remarque, on a fa\p = f,~5 donc fa\p = fa x fg d’aprés la question précédente.
Or f§ =1- fB d’aprés la question 3, donc fA\B = fA(l — fB) = fA — fA X fB = fA — fAﬁB-
6) Montrons que fa + fp — fa X fB est la fonction caractéristique de AU B.
Sixz € AU B, on a trois cas distincts : soit © € A\ B, soit © € B\ A, soit z € AN B
> Size A\ B, alors fa(z) =1, fp(x) =0et fa(x) x fp(z) =0. Ainsi, (fa+fp—fax fe)lz)=140-0=1
> Siz e B\ A, alors fa(z) =0, fp(x) =1et fa(x) x fp(z) =0. Ainsi, (fa+ fp— fax fe)(z)=0+1-0=1
> Si€ AN B, alors fa(z) =1, fp(z) =1et fa(z) x fp(z) =1. Ainsi (fa+ fp—fax fB)lx)=1+1-1=1
dans tous les cas on a bien (f4 + f5 — fa X fp)(z) =1
Siz ¢ AUB, alors x € ANB d’apres les lois de Morgan, donc fa(x) = 0 et fg(x) = 0, ainsi (fa(z)+f5(x)—fa(z)fa(z) =
0.
On a donc bien montré que fa + fg — fa X fp était la fonction caractéristique de A U B.

7) fcauB)\(anB) = fauB — fauB)n(anp) d’apres la question 5).
Remarquons que (AUB)N(ANB)=ANB (car AN B C AU B). Finalement,

fcauB)\(anB) = fauB — fanB
=fat+fe—faxfp—fax[B
=fa+fB—2faxfB

Correction de 1’exercice 20 :

1) Soit y € f(B)\ f(A). Alors y € f(B) et y ¢ f(A). Il existe donc = € B tel que y = f(z). On peut affirmer que z ¢ A
car sinon on aurait y = f(z) € f(A). On a donc « € B\ A donc finalement y = f(z) € f(B\ A).

On a montré que Yy € f(B)\ f(A), y € f(B\ A) donc f(B)\ f(A) C f(B\ A).
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2) Considérons la fonction f: R — R, x — 22 et les ensembles A = [—1;1] et B = [0;1].
Alors f(B) =[0;1] et f(A) =[0;1]. On a donc f(B)\ f(A) = @. En revanche, B\ A = [-1;0] et f([—1;0]) = [0;1] # @.
Il n’y a donc pas égalité dans le cas général.

3) Supposons dans cette question que f est injective.
Soit y € f(B\ A) et montrons que y € f(B) \ f(A).
Par définition, il existe z € B\ A tel que y = f(x). Ainsi, z € B donc y € f(B).
Pour montrer que y ¢ f(A), raisonnons par l'absurde et supposons que y € f(A). Alors il existerait ' € A tel que
f(2') = y, mais par injectivité de f cela impliquerait que z = z/. Or x € B\ A donc x ¢ A, contradiction.
On en déduit que y ¢ f(A) donc on a bien y € f(B) \ f(A).
On a montré Vy € f(B\ A),y € f(B)\ f(A) donc f(B\ A) C f(B)\ f(4).

4) Supposons dans cette question que f est une bijection de E vers F et soit A une partie de E.
f est surjective donc f(E) = F, et f(CgA) = f(E\ A) = f(E)\ f(A) d’apreés la question 3 car f est injective.
On a donc f(CgA) = F\ f(A) =Cpf(A).

5) Montrons par double inclusion que f~1(M \ N) = f~1(M)\ f~H(N).
Soit x € f~Y(M \ N). Alors f(z) € M \ N donc f(z) € M et f(z) ¢ N. Ainsi, z € f~1(M). Si on avait x € f~1(N)
alors on aurait f(z) € N, comme f(z) ¢ N on en déduit que = ¢ f~1(N). Finalement z € f~}(M)\ f~1(N). On a
donc démontré V'inclusion f~1(M \ N) C f=Y(M)\ f~H(N).

Réciproquement, soit z € f~1(M)\ f~1(N). Alors z € f~'(M) et z ¢ f~'(N). On a donc f(z) € M et f(z) ¢ N. On
en conclut que f(z) € M\ N, autrement dit que x € f~*(M \ N). On a donc démontré I'inclusion f=1(M)\ f~1(N) C
fTHMA\N).

6) Si N C F,alors CpkN =F\ N et Cgf~'N = E\ f~'(N). Or par définition d’une application, f~(F) = E, et d’apres
la question précédente f~H(F\ N) = f~YF)\ f~'(N)=E\ f~Y(N)=Cpf~1(N).

Correction de ’exercice 21 :

1) Supposons que g o f soit injective et soit (z,y) € E? tel que f(z) = f(y). Alors g(f(z)) = g(f(y)) par unicité de
limage, donc @ = y car g o f est injective. Ainsi, on a f(z) = f(y) = = =y donc f est injective.

2) Supposons que g o f soit surjective et soit z € G. Alors il existe € F tel que g o f(x) = 2 par hypothese. Ainsi, en
posant y = f(x) € F, on a z = ¢g(y) donc g est surjective.

3) Considérons les fonctions f : [0, +oo[— R,z +— /Z et g: R — [0, 400,z > 22.
Alors go f : [0, +00[— [0, 400,z + |x| = 2 donc g o f est bijective, mais f n’est pas surjective et g n’est pas injective.

Correction de I’exercice 22 : Soient (z1,y1) € R? et (z2,y2) € R? tels que f(z1,y1) = f(z2,y2).

Alors{ T1+Y1 = T2+ Y2 donc{ T1—%2 = Y2 Y1
T1—Yy1 = T2—Y2 T1—T2 = Y1~ Y2
On en déduit que ya —y1 = y1 — y2 = —(y2 — y1) donc y; = yo, et ainsi 21 = z5. f est donc injective.
Soit (a,b) € R?, on cherche (z,y) € R? tel que f(z,y) = (a,b).
a+b
— _ r =

Onad @ = TV goned @7F b= 2 et finalement 2

b = z—y a—b = 2 a—b

Yy = 9

. +b a—-b> L L
Ainsi, (a 5 a4 5 ) est un antécédent de (a,b), donc f est surjective.

Finalement, f est bijective et son application réciproque est f~1: R? — R2, (a,b) — (a ;r b, a4 ; b>.
Correction de ’exercice 23 :
1) f n’est pas injective : f(1) = f(1,5) =1 et 1 # 1,5. Elle n’est donc pas bijective.
f est surjective car pour tout n € N, f(n) = |n] =n.
2) f n’est pas injective : f(1,1) = f(2,2) = 0 mais (1,1) # (2,2). Elle n’est donc pas bijective.
f est surjective : soit z € R, si 2 > 0 on pose x = \/z et y =0 et on a alors f(z,y) = \/22 —-0% =2z
si 2 < 0onposex=0c¢ety=+/—2, et onaalors f(z,y) :027\/7722 =—(—2)=2z.
Ainsi, pour tout z € R, I(x,y) € R?, f(z,y) = z.
3) Soient z,y deux réels tels que f(z) = f(y). Alors (x,—x) = (y, —y) donc = y. On en conclut que f est injective.

(1,1) € R? n’a pas d’antécédent. En effet, raisonnons par I’absurde et supposons que = € R soit tel que f(z) = (1,1).
Alors (z,—z) = (1,1)doncz =1let —z =1 <= x=1et z = —1 ce qui est absurde. Donc f n’est pas surjective. On
en déduit qu’elle n’est pas bijective.
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4) Soient (x,y) € R? et (2/,y') € R? tels que f(z,y) = f(z',y).

Alors
et —e¥ = e —e¥ et —e? = eV—e¥
vty = o' +y r—a = Y-y
e?(1—e” %) = e¥(ev v -1
<:>{ ( x—x)’ _ ,E )
= y-y
e?(1—ev¥) = e¥(ev ¥ —1
o {ume) < e
= ¥y -y

La premiére ligne entraine que (1 —e¥ ~¥)(e” +e¥) = 0 donc soit 1 —e¥' =% = 0 car e*+e¥ > 0. On en déduit que
eV ¥ = 1 donc que ¢y = y. On en déduit immédiatement que ' = x d’ou finalement (z,y) = (2/,y’). Ainsi f est
injective.

Soit (z,t) € R%. On cherche (z,y) € R? tels que f(z,y) = (z,1).
Raisonnons par analyse synthése et supposons que (z,y) € R? est tel que f(x,y) = (z,t). Alors

e’ —e¥ = 4 eV —e¥ = 2
rty = onc o=ty
done el —e?¥ —ze¥ = 0
z = t—y

Sion pose Y = e¥ la premiére ligne du systéme devient —Y 2 —2zY +e’. Le discriminant de ce trinome est A = (—z)2+4e.
On a toujours e > 0 et (—2)? > 0 donc A > 0 et cette équation admet deux racines distinctes :

z4+ V22 +4et z— V22 +4et
Y1:—2 et Y2:—2

Puisque V22 +4et > V22 > |z], Yo > 0 et Y7 < 0. Ainsi "équation e¥ = Y] n’a pas de solution, et donc

Vz2+4et — z>

y=ln(Y2)=1n< 5

Réciproquement, si on pose y = In (

Vz244et —z Vz244et —z
— s etx=t—1In — s , alors on a

t /2
e’ —e¥ = 2¢ _yZtde -z r+y=t

_ det—22 —de' +22v/22 + 4et — 22
2(Vz2 + 4et — 2)
z2(Vz2 +4det — 2)
V22 +4et — 2z

=2z

donc f(z,y) = (2,t). Ainsi f est surjective.
Finalement, f est injective et surjective donc f est bijective.

5) Si f(x) = f(2'), alors cos(z) = cos(z’) donc = 2’ ou x = —z'. Puisque sin(x) = sin(2’) on en conclut que = et z’ sont
de méme signe, donc que z = z’. Ainsi, f est injective.
Le couple (1,1) n’a pas d’antécédent par f car pour tout = € [—m; [, cos? z +sin? z = 1 mais 12+ 12 = 2. On en déduit
que f n’est pas surjective (donc pas bijective).
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6) Soient (z,n) € R x N* et (y,m) € R x N* tels que f(z,n) = f(y,m). Alors (z",n) = (y"™,m) donc n = m. On en
déduit que "™ = y™. Si 2" = y™ = 0, alors © = y = 0, et sinon puisquez,y > 0 cela suffit pour en conclure que z =y
(car 2" =y = nln(z) = nln(y) = In(z) = In(y) = =z = y).

Ainsi, f est injective.

Soit (z,m) € Ry x N*. Raisonnons par analyse-synthése et supposons que (z,7n) € Ry x N* est un antécédent de (z,m).
Alors (2",n) = (z,m) donc n = m. De plus, 2" = z = nln(z) = In(z) = z = /7 = 21/n,

Réciproquement, si on pose n = m et x = e™*)/™ alors f(x,n) = (", m) = (2,m) donc f est surjective.

Finalement, f est bijective.
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